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1. Wprowadzenie
Inflacja jest jednym z ciekawszych zjawisk w ekonomii. Powsta³o ju¿ wiele

modeli, próbuj¹cych uchwyciæ i wyjaœniæ to zagadnienie. Niestety, wp³yw na
kszta³towanie siê inflacji ma bardzo wiele z³o¿onych zjawisk. Dodatkowo dy-
namika tych zmian jeszcze bardziej utrudnia analizê.

Inspiracj¹ do przeprowadzenia naszych badañ, których wyniki prezentu-
jemy w niniejszej pracy, by³a chêæ uchwycenia wp³ywu decyzji inwestycyj-
nych poszczególnych inwestorów na kszta³towanie siê inflacji. Drugim wa¿-
nym zagadnieniem, którym siê zajêliœmy, jest wp³yw oczekiwañ inflacyjnych
na decyzje tych¿e inwestorów. Te dwie zale¿noœci (wp³yw oczekiwañ na decy-
zje oraz decyzji na inflacjê) s¹ ze sob¹ bardzo œciœle powi¹zane. Celowe jest
zatem rozpatrywanie ich ³¹cznie.

Narzêdziem naszej analizy bêdzie model teoriogrowy rynku pieni¹dza,
który sami zbudujemy. Zaanga¿owanie teorii gier do modelowania zjawiska
pozwoli nam lepiej zrozumieæ interakcje pomiêdzy poszczególnymi uczestni-
kami rynku inwestycji.

Drugi rozdzia³ zawiera czêœciowe omówienie zjawisk ekonomicznych wy-
korzystywanych w pracy oraz definiuje zbudowany przez nas model teorio-
growy. Rozdzia³ trzeci poœwiêcony jest opisowi zachowania pojedynczego
uczestnika gry.

Kolejne rozdzia³y prezentuj¹ najciekawsze elementy przeprowadzonej
analizy zbudowanego modelu w kilku ró¿nych przypadkach sk³adu rynku.
Wyprowadzenia analityczne zilustrowane s¹ wykresami pochodz¹cymi z sy-
mulacji dzia³ania modelu.

W ostatnim rozdziale zawarte zosta³o krótkie podsumowanie pracy.
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2. Budowa modelu teoriogrowego

2.1. Oczekiwania inflacyjne
Inwestorzy podejmuj¹c decyzjê, jak wykorzystaæ dostêpny kapita³, bior¹ pod

uwagê wiele czynników rynkowych. Jednym z najwa¿niejszych, który jednoczeœ-
nie stanowi jedn¹ z podstaw dla niniejszej pracy, jest inflacja. Podmioty gospo-
darcze mog¹ mieæ ró¿ne oczekiwania wobec inflacji. My bêdziemy zajmowaæ siê
dwoma rodzajami takich oczekiwañ: adaptacyjnymi oraz racjonalnymi.

Podmioty ekonomiczne o oczekiwaniach adaptacyjnych formu³uj¹ swoje
oczekiwania co do przysz³oœci na podstawie doœwiadczeñ historycznych,
przed³u¿aj¹c w przysz³oœæ dzia³anie dotychczasowych trendów, praw lub
funkcji. Odmienne podejœcie reprezentuj¹ inwestorzy o oczekiwaniach ra-
cjonalnych. Przez obserwacjê i analizê konkretnych sytuacji, które prowadz¹
do systematycznych b³êdów, inwestorzy ci podejmuj¹ dzia³ania, aby b³êdów
takich unikaæ. Konsekwencj¹ takiego dzia³ania jest to, i¿ inwestorzy nie po-
pe³niaj¹ systematycznych b³êdów w ocenie przysz³ych zjawisk. Posiadaj¹c
dostêp do informacji, w pe³ni je wykorzystuj¹. B³êdy oczywiœcie nadal wystê-
puj¹, ale raczej rzadko i przypadkowo (zob.: [McCallum, 1989]).

W naszej pracy przyjmiemy nastêpuj¹ce postacie funkcji oczekiwañ infla-
cyjnych:
• ( ) ( ) ( )( ) ( )π λ π π πe e et t t t= − − − + −1 1 1 (dla oczekiwañ adaptacyjnych),
• ( ) ( )π πe t t= (dla oczekiwañ racjonalnych),
gdzie πe(t) oznacza poziom inflacji oczekiwanej w okresie t, π(t) poziom infla-
cji rzeczywistej z okresu t, a wspó³czynnik λ ∈ (0, 1).

2.2. Sytuacja pojedynczego inwestora

2.2.1. Wybór
Ka¿dy uczestnik rynku (zwany dalej inwestorem) ma do wyboru dwie mo¿-

liwoœci zainwestowania pewnej kwoty. Decyzja A jest obarczona ryzykiem in-
flacyjnym, decyzja B natomiast jest inwestycj¹ woln¹ od ryzyka zwi¹zanego
ze zmian¹ cen. Aby odnieœæ tak¹ sytuacjê do rzeczywistoœci, mo¿emy wyobra-
ziæ sobie osobê decyduj¹c¹, czy umieœciæ pieni¹dze na zagranicznej lokacie
walutowej, czy zainwestowaæ na przyk³ad w budowê nowych domów.

Zysk realny z opcji A, obarczonej ryzykiem inflacyjnym, wyniesie:

( )

( )
a t

t
−

+

π

π1

gdzie a to zysk nominalny z tej inwestycji. Z kolei zysk realny z opcji B, nie-
obarczony ryzykiem inflacyjnym, równy jest nominalnemu i wynosi b.

2.2.2. Decyzja
Decyzja, jak¹ podejmuje inwestor, to rozdysponowanie dochodu miê-

dzy dostêpne inwestycje A i B. Odzwierciedleniem tej decyzji jest wartoœæ
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σ ∈ (0,1), interpretowana jako czêœæ dochodu przeznaczona na inwestycjê A.
Inwestor bêdzie d¹¿y³ do maksymalizacji funkcji przewidywanego zysku:

( ) ( )
( )

( )
( )( )W t t

a t
t

t be
e

e=
−

+
+ −σ

π

π
σ

1
1

gdzie πe jest poziomem oczekiwanej przez inwestora inflacji. Warto zwróciæ
uwagê, ¿e inwestor podejmuje decyzje opieraj¹c siê na swoich oczekiwa-
niach inflacyjnych, a nie na faktycznym poziomie inflacji, którego nie zna
w momencie podejmowania decyzji.

2.2.3. Wyp³ata
Faktyczna wyp³ata zale¿y natomiast od rzeczywistego poziomu inflacji:

( ) ( )
( )
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+
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1
1

gdzie π — poziom inflacji, jaki wyst¹pi³ w danym okresie.

2.3. Rynek pieni¹dza
W naszej pracy oparliœmy siê na Modelu IS-LM i skupiliœmy na analizie

równowagi na rynku pieni¹dza. Pod¹¿aj¹c za podejœciem Cagana (zob.: [Ca-
gan, 1956]), przyjmijmy nastêpuj¹c¹ postaæ funkcji popytu na pieni¹dz:

( ) ( )( )L t Y t At i
i I

= + −
∈

∑α σ1

gdzie αY to czêœæ dochodu narodowego przeznaczana na inwestycjê, Ai to do-
chód, którym dysponuje i-ty uczestnik rynku, a σi(t) jest jego decyzj¹ w okresie t.

Inflacjê w modelu wyprowadzimy z równania równowagi na rynku pie-

ni¹dza
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2.4. Dodatkowe za³o¿enia
Dla uproszczenia przyjmujemy, ¿e inwestor posiada pe³en dostêp do in-

formacji o rynku oraz wp³ywie wielkoœci w³asnych inwestycji na poziom in-
flacji. Dodatkowo mo¿na przyj¹æ, ¿e gospodarka kraju jest stabilna i nie ma
powodów zak³adaæ, i¿ poziom inflacji zmieni siê w najbli¿szym czasie w dra-
styczny sposób z przyczyn egzogenicznych.

Podstawowe za³o¿enia:
1. Dochód (Y), stopa procentowa (i) oraz poda¿ pieni¹dza (M) s¹ niezmienne

w czasie.
2. Rynek pieni¹dza znajduje siê w równowadze.
3. Rz¹d prowadzi sta³¹ politykê fiskaln¹ i monetarn¹.
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3. Pojedynczy inwestorzy

3.1. Inwestor racjonalny
Na pocz¹tek przyjrzyjmy siê sytuacji rynku, na którym dzia³a tylko jeden

gracz i posiada on racjonalne oczekiwania inflacyjne (zob.: rozdz. 2.1.). Wów-
czas oczekiwany poziom inflacji bêdzie równy realnemu, a funkcja oczekiwa-
nego zysku (p. 2.2.2.) bêdzie równa wyp³acie (p. 2.2.3.). Funkcja wyp³aty, po
uwzglêdnieniu oczekiwañ inflacyjnych równych inflacji, przyjmuje postaæ:

( ) ( )
( ) ( ) ( )

( )
( )( )W t t

a Y aA aA t A t A t
Y A A t

t be =
+ − − + −

+ − −
+ −σ

α σ σ σ

α σ
σ

1
1

1

Powy¿sza funkcja jest funkcj¹ kwadratow¹ ze wzglêdu na σ(t). Optymalna1

decyzja wyniesie zatem:

( )
( ) ( )( ) ( )

( )
σ

α σ
t

Y a b A t b A a b
A a

=
− + − − + −

+

1 1
2 1

(2)

Wyniki symulacji dla tego przypadku zostan¹ zaprezentowane póŸniej (p.
5.2.).

3.2. Inwestor adaptacyjny
W przeciwieñstwie do gracza o oczekiwaniach racjonalnych, gracz adapta-

cyjny nie bada wp³ywu swojej decyzji na przysz³¹ inflacjê. Ogranicza siê do
sformu³owania oczekiwañ inflacyjnych na podstawie danych z minionego
okresu. Na ich podstawie podejmuje optymaln¹ dla siebie decyzjê. O ile jed-
nak w przypadku gracza racjonalnego wyp³ata oczekiwana zawsze równa³a
siê rzeczywistej, o tyle w tym przypadku tak nie jest.

Za³ó¿my, ¿e w okresie t = 0 inwestor nie uczestniczy³ w rynku, a inflacja
wynosi³a 0 (π(0) = 0). Konsekwencj¹ oczekiwañ adaptacyjnych bêdzie spo-
dziewany przez inwestora poziom inflacji: πe(1) = 0. W zwi¹zku z tym jego
funkcja spodziewanej wyp³aty przyjmie postaæ:

( ) ( )W a be 1 =max ,

Rzeczywista inflacja wyniesie:

( )
[ ]( )

π
α

α
1

1 1
1=

+ −
−

<

Y

Y Aa b

W zwi¹zku z tym rzeczywista wyp³ata inwestora adaptacyjnego w pierw-
szym okresie wyniesie:

( ) ( )W a b1 =min ,
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1 Zauwa¿my, ¿e mamy ograniczenie 0 ≤ σ(t) ≤ 1. W zwi¹zku z tym wynik maksymalizacji funk-
cji kwadratowej nale¿y skorygowaæ, tj. przyj¹æ 0, jeœli σ(t) < O i 1, jeœli σ(t) > 1.



W niniejszej pracy ograniczymy siê do jednego okresu, a wiêcej uwagi
poœwiêcimy bardziej z³o¿onym modelom.

4. Model R + nA2

4.1. Wyprowadzenie
W tym przypadku mamy do czynienia ze zbiorowoœci¹, sk³adaj¹c¹ siê z jed-

nego inwestora o oczekiwaniach racjonalnych i wielu o oczekiwaniach adap-
tacyjnych.

Zauwa¿my na wstêpie, i¿ zbiór n graczy o oczekiwaniach adaptacyjnych
traktowaæ mo¿emy jako jednego gracza o skumulowanym kapitale. Ka¿dy
z nich przy podejmowaniu decyzji kieruje siê bowiem tymi samymi zasadami
i decyzjê podejmuje bior¹c pod uwagê jedynie informacje o poprzednim
okresie decyzyjnym (konfrontuje oczekiwania z poprzedniego okresu z rea-
liami inflacyjnymi).

W zwi¹zku z tym prezentowany model mo¿emy sprowadziæ do badania
interakcji miêdzy dwoma graczami — racjonalnym i adaptacyjnym, o oczeki-
waniach (odpowiednio):

( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )( )
π π

π λ π π π

r
t

a
t

a
t

a
e

t t

t t t t

=

= − − − + −1 1 1
Oznaczmy dodatkowo przez Ar i Aa kapita³, jakim dysponuje — odpowiednio

— gracz racjonalny i adaptacyjny, a przez σr(t) i σa(t) ich decyzje w okresie t.
Sposób kszta³towania siê wyborów inwestycyjnych bêdzie nastêpuj¹cy:

gracz adaptacyjny podejmuje decyzje bezw³adnie, bazuj¹c na poprzednim
okresie. Gracz racjonalny potrafi przewidzieæ zachowanie tego pierwszego
i dostosowaæ siê do niego tak, aby wyci¹gn¹æ z tego maksymalne dla siebie
korzyœci.

4.2. Symulacje
Aby zbadaæ przebieg ci¹gu decyzji w opisywanym modelu w ró¿nych wa-

runkach (przy ró¿nych wartoœciach parametrów), przeprowadziliœmy symula-
cjê ci¹gu decyzji. Czêœæ parametrów przyjêliœmy za sta³e: σr(0) = σa(0) = 1;

( )π a
e 0 = π(0) = 0,1; Ar = 100; Aa = 1000; αY = 10 000 000. Do grupy zmienianych

parametrów w³¹czyliœmy: a, b oraz λ. Decyzje inwestorów zaburzaliœmy loso-
wo w przedziale (–10%, 10%). Przeanalizujmy kolejne wyniki symulacji.

4.2.1. Wp³yw wspó³czynnika adaptacji
Na pocz¹tku przedstawiamy wp³yw wspó³czynnika adaptacji na przebieg

gry. Ustalamy wiêc równe stopy zwrotu z inwestycji (a = b = 0,1), a nastêpnie
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2 Model opisuj¹cy rynek z³o¿ony z gracza racjonalnego (R) i wielu (n) graczy o oczekiwa-
niach adaptacyjnych (A).



obserwujemy zmiany dla ró¿nych poziomów λ. Rys. 1. przedstawia sytuacjê
dla λ = 0,8)

Rys. 1.
Œredni wspó³czynnik adaptacji (a = b = 0,1, λ = 0,8)

W pocz¹tkowym okresie widoczny jest proces dostosowywania siê oczeki-
wañ inflacyjnych gracza adaptacyjnego. Spodziewany przez niego poziom in-
flacji jest na tyle wysoki, ¿e wp³ywa na postrzegane przez niego oczekiwane
stopy zwrotu z inwestycji A i B i w konsekwencji powoduje zerojedynkowy
wybór jednej z nich (linia ¿ó³ta na wykresie). Jednoczeœnie zaobserwowaæ
mo¿na, i¿ w pocz¹tkowych okresach gracz racjonalny (reprezentowany przez
niebiesk¹ liniê) doskonale przewiduje sta³oœæ zachowañ gracza adaptacyjne-
go i wykorzystuje swoj¹ pozycjê, dynamicznie zmieniaj¹c decyzjê. Graczowi
racjonalnemu op³aca siê utrzymywaæ niezerowy poziom inflacji.

W pocz¹tkowych okresach wyp³ata graczy jest stale zbli¿ona do 0,10. Warto
jednak przyjrzeæ siê dok³adnie wartoœciom wyp³at (rys. 1c). Wyp³ata gracza
racjonalnego (rzeczywista — to¿sama oczekiwanej) reprezentowana jest
przez liniê niebiesk¹. Oczekiwaniom gracza adaptacyjnego odpowiada — jak
zwykle — kolor ¿ó³ty. Linia czerwona prezentuje natomiast rzeczywist¹ wy-
p³atê gracza adaptacyjnego.

W pierwszym okresie gracz racjonalny wykorzystuje przewidywan¹ defla-
cjê oraz niewiedzê gracza adaptacyjnego. Dziêki temu udaje mu siê uzyskaæ
pewn¹ przewagê w inwestycji, co pozwala na uzyskanie przez niego wiêkszej
wyp³aty.

Po pewnym czasie (oko³o okresu 9) oczekiwania gracza adaptacyjnego za-
czynaj¹ pokrywaæ siê z rzeczywist¹ inflacj¹. Co wa¿niejsze, zmieniaj¹ siê na
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tyle, ¿e postrzegane przez niego oczekiwane stopy zwrotu sk³aniaj¹ go do
zmiany decyzji w 10. okresie i wyboru σa(10) = 1.

Po 10. okresie nastêpuje bardzo interesuj¹cy proces. Gracz racjonalny
podejmuje zawsze przeciwn¹ decyzjê do gracza adaptacyjnego (σr = 1 – σa).
Poniewa¿ gracz adaptacyjny, bêd¹cy kumulacj¹ wielu graczy adaptacyjnych,
reprezentuje znacznie wiêkszy kapita³ ni¿ gracz racjonalny, to wahania decy-
zji obu wp³ywaj¹ na inflacjê, która jest naprzemiennie dodatnia i ujemna.

Na wykresie wyp³at obserwujemy efekty tej strategii. Gracz racjonalny
utrzymuje sta³¹ przewagê w wyp³atach. Natomiast gracz adaptacyjny wci¹¿
siê myli w swoich przewidywaniach, naprzemiennie otrzymuj¹c ok. 0,10 oraz
mniej.

Warto zastanowiæ siê nastêpnie, co siê stanie, gdy zwiêkszymy wspó³czyn-
nik adaptacji do jego maksymalnej wartoœci (a = b = 0,1, λ = 1,0). W takiej
sytuacji gracz adaptacyjny ma oczekiwania pokrywaj¹ce siê z inflacj¹ z po-
przedniego okresu (π(t) = π(t – 1)). Wp³ywa to na znaczne przyspieszenie
w procesie dostosowawczym — ju¿ w drugim okresie obserwujemy naprze-
miennoœæ decyzji obu graczy, ich przechodzenie od jednej do drugiej inwe-
stycji. Du¿o wczeœniej zaczyna siê równie¿ proces zmian wyp³at i widocznej
przewagi gracza racjonalnego.

Na koniec, przy wci¹¿ niezmienionych stopach zwrotu, obni¿ony zosta³
wspó³czynnik adaptacji (a = b = 0,1, λ = 0,45). W sytuacji tej wyd³u¿ony zosta³
znacznie okres dostosowawczy gracza adaptacyjnego.

Bardzo interesuj¹ca okaza³a siê natomiast zmiana w dalszych etapach
symulacji. Tym razem gracz racjonalny oceni³, i¿ najbardziej op³aca mu siê
trwaæ przy jednej, sta³ej decyzji (σr = 0). Efektem jest zbie¿noœæ poziomu in-
flacji do poziomu 0 oraz niezmienna w czasie decyzja gracza adaptacyjnego.

Równie¿ wyp³aty graczy zachowuj¹ siê bardzo stabilnie. Wprawdzie gracz
adaptacyjny zdo³a³ wykorzystaæ swoj¹ przewagê w pierwszym okresie, tak jak
w przypadku rozpatrywanym na pocz¹tku analizy graficznej, to jednak w ko-
lejnych okresach wyp³aty graczy by³y proporcjonalne.

4.2.2. Przewaga a nad b
Celem kolejnej symulacji by³o zbadanie przypadku, w którym wystêpuje

ró¿nica w stopach zwrotu z inwestycji — na korzyœæ a (a = 0,13, b = 0,1, λ = 0,5)
— rys. 2.

Przebieg symulacji jest o tyle interesuj¹cy, i¿ dok³adnie obrazuje procesy
zachodz¹ce w modelu. Pocz¹tkowo oczekiwania gracza adaptacyjnego znacz-
nie odbiegaj¹ od zastanej na rynku inflacji. Przez kilka okresów podejmuje
zatem konsekwentnie decyzjê σa = 0 zgodnie ze swoimi oczekiwaniami wyso-
kiej inflacji. Gracz racjonalny wie jednak, ¿e inflacja jest i bêdzie niewysoka
(przez moment nawet ujemna) i wybiera optymalne σr = 0. Nale¿y zauwa¿yæ,
i¿ inflacja w drugim okresie wynios³a 0. Wynika to z faktu, i¿ w tym okresie
¿aden z graczy nie zmienia decyzji.
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W okresie 3. oczekiwania gracza adaptacyjnego na tyle spad³y, i¿ sk³oni³o
go to do przejœcia do drugiej inwestycji (zmiany na σa = 1). Spowodowa³o to
oczywiœcie wzrost inflacji. Gracz racjonalny natomiast konsekwentnie trwa³
przy swoim wyborze.

Warto zwróciæ uwagê na charakterystyczn¹ cechê przebiegu wyp³at gracza
adaptacyjnego. Jego oczekiwania by³y du¿o mniej optymistyczne ni¿ rzeczy-
wiste wyp³aty. Te wzros³y, reaguj¹c natychmiast na jego decyzjê. Gracz spo-
dziewa³ siê, zgodnie z powolnym procesem adaptacji oczekiwañ do rzeczy-
wistoœci, stopniowych zmian.

Ostatecznie gracze pozostali w dalszych okresach przy swoich decyzjach
(σ = 1). Spowodowa³o to utrzymywanie siê inflacji na poziomie 0 oraz zbie¿-
noœæ oczekiwañ gracza adaptacyjnego do poziomu inflacji.

Rys. 2.
Przewaga a nad b (a = 0,13, b = 0,1, λ = 0,45)

5. Model nR3

5.1. Wyprowadzenie
Za³ó¿my teraz, i¿ mamy do czynienia z wieloma graczami, wszyscy o ocze-

kiwaniach racjonalnych. Ka¿dy gracz jest wiêc w stanie przewidzieæ poziom
inflacji w zale¿noœci od decyzji w³asnej oraz pozosta³ych graczy. Przy podej-
mowaniu w³asnej decyzji bierze on pod uwagê sposób, w jaki decyduj¹ pozo-
stali gracze.
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3 Model opisuj¹cy rynek z³o¿ony z wielu (n) graczy racjonalnych (R).



W dalszej analizie zajmowaæ siê bêdziemy zachowaniem wyró¿nionego
inwestora na tle wyborów tzw. reszty œwiata — tj. pozosta³ych graczy rozpatry-
wanych ³¹cznie. Ich pojedyncze decyzje mo¿emy potraktowaæ ca³oœciowo
(σ–k(t)). Podobnie zainwestowany kapita³ mo¿emy skumulowaæ (A–k). WeŸmy
wiêc gracza k i przeanalizujmy jego strategiê.

W momencie startu mamy oczywiœcie, jak poprzednio, inflacjê zerow¹.
Dla ka¿dego kolejnego okresu wyliczamy j¹ z wzoru (1), uwzglêdniaj¹c fakt, i¿
mamy de facto dwóch uczestników rynku. Nastêpnym krokiem bêdzie wyzna-
czenie oczekiwanego zysku, co zrobimy uwzglêdniaj¹c wyliczony poziom in-
flacji we wzorze na funkcjê oczekiwanej wyp³aty. Uzyskuj¹c ponownie funk-
cjê kwadratow¹ ze wzglêdu na σ(t), zmaksymalizujemy j¹, uzyskuj¹c optymal-
ny wynik:

( )
( )( )

( )

( )( ) ( )( )( )

σ
σ

σ σ α

k
k

k k k

t
t b a b

a

A t b t a a b Y a

=
− + + −

+
+

+
− + − + + − +− − −

1 1
2 1

1 1 1 ( )

( )

−

+

b

a Ak2 1

(3)

ZnaleŸliœmy zatem optymalny wybór wyró¿nionego gracza racjonalnego.
Wiemy, i¿ wszyscy pozostali gracze równie¿ maj¹ oczekiwania racjonalne.
Za³ó¿my dodatkowo, ¿e ka¿dy z graczy dysponuje takim samym kapita³em do
zainwestowania. W takiej sytuacji decyzja ka¿dego z graczy bêdzie identycz-
na. Dla uproszczenia notacji oznaczmy przez A

n kapita³ pojedynczego gracza
racjonalnego (jako u³amek ca³ego kapita³u, jakim ³¹cznie dysponuj¹ wszyscy
gracze), a przez σ(t) — jego decyzjê na okres t. Wykorzystuj¹c powy¿sze zale¿-
noœci i wychodz¹c z równania (3), mo¿emy wyliczyæ:

( )
( ) ( ) ( ) ( )( )

( )( )
σ

σ α
t

n t A b Y a b A a b
a n

=
− + + − + −

+ +

1 1
1 1

Wyznaczon¹ decyzjê nale¿y jeszcze skorygowaæ w znany ju¿ nam z po-
przednich analiz sposób (nale¿y przyj¹æ wartoœæ 0, jeœli wyliczona decyzja
bêdzie mniejsza od zera i 1, jeœli bêdzie wiêksza od 1).

Zauwa¿my, i¿ ka¿dy z graczy znajduje siê w sytuacji, w której podjêcie
jakiejkolwiek innej decyzji ni¿ wyliczona powy¿ej, zmniejszy³oby jego wyp³a-
tê. Znaleziony uk³ad strategii jest zatem równowag¹ Nasha w tej grze.

Zastanówmy siê, jak zmienia siê decyzja graczy w zale¿noœci od liczby
uczestników rynku. SprawdŸmy, jaka jest graniczna wartoœæ przy n d¹¿¹cym
do nieskoñczonoœci.

( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( )

( )
σ σ

σ α
* limt t

t A b Y a b A a b
a An

= =
− + + − + −

+→∞

1 1
1

5.2. Odniesienie do rynku z pojedynczym inwestorem
Dokonajmy porównania sytuacji z rynkiem z wieloma graczami racjonal-

nymi do rynku z jednym graczem racjonalnym (zob.: 3.1). Aby zilustrowaæ ró¿-
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nice w tych rynkach, przeprowadziliœmy odpowiednie symulacje, dla których
przyjêliœmy nastêpuj¹ce parametry: a = 0,05, b = 0,15, A = 10 000 000, αY =
10 000 000.

Rys. 3.
Porównanie decyzji, inflacji i wyp³at w modelach pojedynczego i wielu inwestorów
racjonalnych

Wyniki przeprowadzonej symulacji widoczne s¹ na rys. 3. Efekty dzia³añ
jednego inwestora w modelu nR oznaczone s¹ lini¹ ci¹g³¹, przerywan¹ nato-
miast oznaczono decyzje, wyp³aty i inflacjê w modelu pojedynczego inwestora.

Jak widaæ, gracz decyduj¹cy jednoosobowo o ca³ym kapitale mo¿e wy-
ci¹gaæ z tego faktu dodatkowe korzyœci. Swoimi decyzjami wywo³uje on defla-
cjê i osi¹ga przez kilka pocz¹tkowych okresów wy¿sze wyp³aty ni¿ gracz
w modelu nR.

6. Model R + nX4

6.1. Wprowadzenie
W tym rozdziale zajmiemy siê uogólnieniem modelu z poprzedniego roz-

dzia³u. Wychodz¹c od równania inflacyjnego, dalsz¹ analizê przeprowadŸmy
dla sytuacji, kiedy mamy do czynienia z graczem o oczekiwaniach racjonal-
nych i nieznan¹ reszt¹ œwiata. Pozostali gracze mog¹ wiêc byæ w ca³oœci
zarówno racjonalni, jak i adaptacyjni — obydwa przypadki zosta³y ju¿ omó-
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4 Model opisuj¹cy rynek z³o¿ony z gracza racjonalnego (R) oraz wielu (n) graczy o bli¿ej nie-
okreœlonych oczekiwaniach (X).



wione. Mo¿e siê równie¿ zdarzyæ, i¿ œwiat bêdzie siê sk³ada³ z jednych i dru-
gich. W tym rozdziale dopuszczamy jednak równie¿ inne sytuacje. Gracze sta-
nowi¹cy resztê œwiata mog¹ mieæ dowolnie przypisany rozk³ad prawdopodo-
bieñstwa, z jakim wybieraj¹ poziomy σ. Jak w takiej sytuacji powinien podej-
mowaæ decyzjê gracz racjonalny?

Przeanalizujmy teraz mo¿liwe wyp³aty gracza k w zale¿noœci od decyzji
reszty œwiata oraz jego w³asnych strategii. Podobnie jak w poprzednich anali-
zach ustaliliœmy pewne poziomy niezmienne dla kolejnych symulacji: σk(0) =
1, σ–k(0) = 1, Ak = 100, A–k = 10 000, αY = 100 000.

6.2. Symulacje

6.2.1 Zdecydowana przewaga a nad b
Na pocz¹tek spójrzmy na sytuacjê, przy której ³atwo jest przewidzieæ dzia-

³ania gracza racjonalnego. Rys. 4. przedstawia sytuacjê, gdy zwrot z inwesty-
cji A jest zdecydowanie wiêkszy ni¿ z B. Nietrudno zauwa¿yæ, i¿ dla ka¿dej
mo¿liwej decyzji reszty œwiata graczowi o oczekiwaniach racjonalnych nie
op³aca siê decyzja inna od σ(t) = 1. Wynika z tego, ¿e strategia ta jest œciœle
dominuj¹ca. Przy ka¿dym innym poziomie σ(t) uzyska³by on ni¿sz¹ wyp³atê.
W tym wypadku widaæ wiêc, ¿e na decyzjê naszego inwestora nie ma ¿adnego
wp³ywu to, jakie oczekiwania reprezentuj¹ pozostali gracze.

Rys. 4.
Zdecydowana przewaga a nad b (a = 0,5, b = 0,005)

Wróæmy jeszcze na chwilê do sytuacji, gdy wszyscy gracze na rynku s¹ ra-
cjonalni (zob.: rozdz. 5.). Wtedy dla ka¿dego i mamy σi(t) = 1, co prowadzi do
równowagi Nasha. Warto zwróciæ uwagê, i¿ znaleziona równowaga Nasha jest
równie¿ równowag¹ w strategiach œciœle dominuj¹cych, gdy¿ nie tylko ¿adne-
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mu z graczy nie op³aca siê zmieniæ swojej strategii, ale ponadto otrzymuje on
najwy¿sz¹ mo¿liw¹ wyp³atê w grze.

Przypadek zdecydowanej przewagi b nad a jest analogiczny do opisanego.

6.2.2. Niewielka przewaga a nad b
Zastanówmy siê teraz, co siê zmieni, jeœli a nadal bêdzie wiêksze od b, ale

ju¿ nie w tak du¿ym stopniu. Rys. 5. przedstawia w³aœnie tak¹ sytuacjê.
Jeœli za³o¿ylibyœmy, i¿ wszyscy gracze s¹ racjonalni i wiedz¹ o tym, to przez

analogiê do opisywanej ju¿ sytuacji bez trudu doszlibyœmy do równowagi
Nasha odpowiadaj¹cej wektorowi decyzji z³o¿onemu z samych jedynek. W sy-
tuacji niepewnoœci wobec oczekiwañ i wynikaj¹cych z nich strategii pozosta-
³ych graczy na rynku, nie mo¿emy jednak stwierdziæ, i¿ gracz zoptymalizuje
swoj¹ wyp³atê korzystaj¹c jedynie ze swoich strategii czystych.

Rys. 5.
Niewielka przewaga a nad b (a = 0,25, b = 0,15)

Z pewnoœci¹ mo¿na zauwa¿yæ, i¿ mamy tutaj kilka strategii zdominowa-
nych, np. σ(t) = 0 zawsze przyniesie zysk mniejszy ni¿ na przyk³ad σ(t) = 0,5.
Inwestor nie ma jednak ¿adnej strategii dominuj¹cej.

Mo¿na siê zastanowiæ nad sytuacj¹, gdy reszta œwiata ma przypisany jakiœ
rozk³ad prawdopodobieñstwa, wed³ug którego podejmuje decyzje o wielkoœ-
ci kapita³u przeznaczonego na inwestycjê A. Najprostszy jest oczywiœcie roz-
k³ad jednopunktowy. Gracz racjonalny, znaj¹c dok³adnie poziom decyzji
reszty œwiata, wybiera najlepsz¹ mo¿liw¹ odpowiedŸ na postêpowanie innych
inwestorów uzyskuj¹c swój maksymalny mo¿liwy zysk.

Bardziej skomplikowana jest sytuacja, gdy rozk³ad prawdopodobieñstwa
œwiata jest dwupunktowy. Dla ustalenia uwagi, za³ó¿my, i¿ z prawdopodo-
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bieñstwem p gracze wybior¹ poziom σ–k(t) = 0 i z prawdopodobieñstwem
(1 – p) poziom σ–k(t) = 1. Zastanówmy siê, jak w takiej sytuacji gracz racjonalny
podejmuje decyzjê. Gdyby analizowa³ ka¿d¹ z decyzji œwiata osobno i ustala³
swoj¹ najlepsz¹ mo¿liw¹ odpowiedŸ na ka¿d¹ z nich oddzielnie, otrzymali-
byœmy: dla σ–k(t) = 0 zmaksymalizuje on swoj¹ wyp³atê, graj¹c σ(t) ≈ 0,78 nato-
miast dla σ–k(t) = 1 wybierze on poziom σ(t) = 1. Poniewa¿ jednak decyzja
œwiata wynika ze strategii mieszanej, mo¿na przypuszczaæ, ¿e gracz podejmu-
j¹c decyzjê, bierze pod uwagê obie mo¿liwe sytuacje ³¹cznie. Bez szczegó³o-
wej analizy nie ma jednak pewnoœci, jaka decyzja jest dla gracza optymalna
(byæ mo¿e wybierze on strategiê czyst¹ ró¿n¹ od wskazanych powy¿ej).

6.2.3. Równe stopy zwrotu
Ostatnim omawianym przypadkiem bêdzie sytuacja przedstawiona na rys.

6., kiedy to stopy zwrotu z A i B s¹ sobie równe. Ponownie mamy tu do czynie-
nia z sytuacj¹, gdy mo¿na wykreœliæ z analizy kilka strategii zdominowanych,
ale nie istnieje, w strategiach czystych, strategia dominuj¹ca.

Rys. 6.
Równe stopy zwrotu (a = b = 0,25)

Przypuszczalnie strategia bêd¹ca najlepsz¹ odpowiedzi¹ na ka¿de posu-
niêcie œwiata jest z³o¿ona z decyzji z odcinka (0,25, 0,75), poniewa¿ wszystkie
inne strategie s¹ œciœle zdominowane. Nie mo¿na jednak bez g³êbszej analizy
wywnioskowaæ konkretnej strategii gracza racjonalnego. Wiemy tylko, ¿e szu-
kaj¹c równowagi bêdzie siê porusza³ po garbie widocznym na wykresie.
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7. Podsumowanie
W naszej pracy zbudowaliœmy model opisuj¹cy zachowanie inwestorów —

ich oczekiwania inflacyjne, decyzje inwestycyjne oraz zwroty z inwestycji.
Rozpatrzyliœmy szereg przypadków funkcjonowania modelu — poczynaj¹c od
pojedynczych inwestorów (tak racjonalnych, jak i adaptacyjnych) i przecho-
dz¹c do z³o¿onych rynków (gracz racjonalny z wieloma graczami adaptacyjny-
mi, wielu graczy racjonalnych, gracz racjonalny i wielu innych o nieznanych
oczekiwaniach). W pracy zaprezentowaliœmy skrócony opis modelowania
analitycznego oraz zaprezentowaliœmy dzia³anie modelu za pomoc¹ symula-
cji, wykresów i interpretacji.

Praca zawiera opisy ró¿nych rynków. Wykazaliœmy ró¿nice w sposobie po-
dejmowania decyzji przez poszczególne grupy inwestorów. Uda³o nam siê po-
twierdziæ wiele naszych intuicji na ten temat, wyjaœniæ schemat podejmowa-
nia decyzji przez ró¿nych inwestorów. Jednym z ciekawszych wniosków by³o
spostrze¿enie, i¿ pojedynczy gracz racjonalny podejmuje swoj¹ decyzjê in-
westycyjn¹ inaczej, gdy wie, ¿e jest jedynym uczestnikiem rynku, ni¿ w przy-
padku, gdy jest jedynie jednym z wielu graczy. Obserwacja ta zmusza do kry-
tycznego spojrzenia na upraszczanie modeli inflacyjnych przez wykorzysty-
wanie reprezentatywnego konsumenta. Jak wynika z naszej pracy, uproszcze-
nie takie mo¿e mieæ wp³yw na sposób postêpowania inwestora.
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